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3 ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность темы. Аналитическое исследование тепловых (тем-
пературных) полей в областях со сложной геометрией границ или с
заранее неизвестными границами по-прежнему остается актуальной
проблемой. В частности, в практике использования различных нагре-
вательных устройств применяется технологический выступ полиго-
нальной формы на границах этих устройств (примером могут служить
оребрение границ). Для оценки эффективности введения таких высту-
пов необходимо исследование их влияния на характер температурных
полей и тепловых потоков как внутри области, так и на ее границе.
Отдельный интерес представляет определение оптимальной формы
изоляционного покрытия нагревающихся элементов с полигональными
выступами на границе с целью уменьшения объема изоляционного
материала при фиксированном коэффициенте теплопередачи. Необхо-
димо отметить, что при решении таких задач оптимизации в прямой
постановке могут возникнуть проблемы с неединственностью решения.
Целью работы является разработка методики расчета полей темпе-
ратуры и теплового потока, а также методики расчета оптимальной
границы изоляционного покрытия нагревателя применительно к ряду
задач с различной формой полигональных выступов на границе нагре-
вателя.
Научная новизна результатов.
- разработана методика расчета полей температур и тепловых потоков
для плоской задачи с полигональной границей, с помощью которой
проведен анализ влияния на характер этих полей конфигурации раз-
личных полигональных выступов на границе нагревателя;
- разработана методика расчета оптимальной формы изоляционного
покрытия нагревательных элементов с полигональной границей, с по-
мощью которой проведен анализ влияния на оптимальную форму изо-
ляции конфигурации различных полигональных выступов на границе
нагревателя;
- установлено, что известный вывод о неединственности решения зада-
чи по определению оптимальной формы изоляции двух источников
тепла сохраняется и при учете возможного движения среды около сво-
бодной границы.
Научное и практическое значение работы. Работа носит теорети-
ческий характер.  Полученные в ней оценки размеров зон влияния по-
лигональных выступов границы нагревателя на тепловые поля и опти-
мальную форму границы изоляционного покрытия могут быть исполь-
зованы при анализе тепловых потоков, в частности, при прогнозирова-
нии потерь тепла в энергетических установках, а также при анализе
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напряженно-деформируемого состояния среды в задачах термоупруго-
сти. Полученные результаты могут иметь практическое применение и
иную интерпретацию в гидродинамике струйных течений, в теории
фильтрации, в теории расчета взрыва на выброс и в теории предельной
размерной электрохимической обработки металлов.
Достоверность результатов диссертации определяется использо-
ванием математических моделей, основанных на общих законах и
уравнениях механики сплошных сред, сравнением результатов реше-
ния задач, полученных разными методами, а также сравнением их с
известными в частных случаях результатами.
Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и
обсуждались на XVII сессии Международной школы по моделям меха-
ники сплошной среды (Казань, 4 – 10 июля 2004 г.); на Итоговых науч-
ных конференциях Казанского государственного университета (Казань,
2004 – 2008 г.); на научной конференции Казанского научного центра
РАН (Казань, 14 – 15 февраля 2007 г., 14 – 15 февраля 2008 г.); на Ме-
ждународной научной конференции «Актуальные проблемы естест-
венных и гуманитарных наук» (г. Зеленодольск, 23 ноября 2006 г.).
Работа выполнена в рамках решения задач по основному научному
направлению исследовании Казанского государственного университета
«Краевые задачи и их приложения» и АН Республики Татарстан.
Публикации. По теме диссертации опубликовано 11  работ,  в том
числе две работы в журнале, предусмотренном списком ВАК.
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
трех глав, заключения, списка литературы и приложения. Работа изло-
жена на 161 страницах, содержит 54 рисунка и 21 таблиц. Список ли-
тературы насчитывает 61 наименование.
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении отмечается актуальность темы, представлен краткий
обзор литературы по теме диссертации (более подробный обзор дан
отдельно по главам), формулируются цель и положения, выносимые на
защиту. Дается краткий анализ структуры и содержания диссертации.
В первой главе рассмотрены задачи по расчету полей температуры
и теплового потока в области с одиночным выступом на границе и ана-
лиза зоны влияния геометрических параметров нагревателя на невоз-
мущенное тепловое поле. Задача имеет приложение к анализу тепло-
обменных устройств. Решение получено с использованием гидродина-
мической аналогии задачи, состоящей в анализе безотрывного течения
жидкости в областях с выступом на границе. Тепловое поле можно
описать с помощью гидродинамики фиктивного потенциального тече-
5ния идеальной несжимаемой жидкости. Разработан алгоритм решения
задачи по расчету полей температуры и теплового потока в области с
известными границами в прямой постановке, когда заданы не матема-
тические параметры задачи, а геометрические размеры области тепло-
вого поля. Анализируются гидродинамическая аналогия задач кондук-
тивной теплопроводности.
Все задачи этой главы характеризуются заданным на бесконечности
тепловым потоком: 1TÑ = , и при отсутствии выступа нагревателя
тепловое поле было бы однородным. Под зоной влияния выступа бу-
дем понимать ту часть физической области, в которой тепловое поле
отличается от однородного более, чем на 1% (по величине TÑ  или его
направлению).
В § 1 рассматриваются задачи по расчету полей температуры и теп-
лового потока в бесконечных областях со сложной конфигурацией гра-
ницы при наличии одиночного выступа.
В п. 1.1. рассматривается задача по расчету и анализу полей темпе-
ратуры и теплового потока в случае отдельного прямоугольного вы-
ступа.
В п. 1.1.1 формулируется постановка задачи по расчету темпера-
турного поля (в частности, изотерм и линий постоянного градиента
температур) с целью проведения анализа влияния на них конфигура-
ции прямоугольного выступа на границе. Рассматривается задача в
области, когда на границах заданы постоянные значения температур
T : 0T =  при 0, 0y x= £ < ¥  на изотерме AB, T q=  при
1 1 , 0y d x l³ ³ - £ £  на изотерме и на линии прямоугольной границы
EDCB, 0T x¶ ¶ =  при 0 1 ,  0y d x³ ³ - =  на линии симметрии AE (рис.
1). Требуется в зависимости от геометрических параметров ED l=  и
CD d=  (рис. 1) рассчитать тепловое поле, определить изотермы, ли-
нии постоянного значения градиента температуры и определить зоны
влияния ширины выступа на невозмущенное поле.
При решении задачи использовались методы теории функций ком-
плексного переменного, в частности, метод конформного отображения.
В п. 1.1.2 дано решение сформулированной задачи методом кон-
формных отображений областей ZD  и WD . С помощью интеграла
Кристоффеля – Шварца находится функция конформного отображения
области изменения вспомогательного переменного t, верхней полу-
плоскости tD , на области ZD  и WD  при следующей нормировке то-
чек: 1,  1,  ,A E D ct t t td g= = - = = . Здесь ,d g  – пока неопределенные
математические параметры рассматриваемой задачи.
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Функция, осуществляющая первое конформное отображение при
1 2t t i t= +  принимает вид
1
1 2 1 2
1 2 1 2 1 20
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Производная dw dt в данном случае равна
1 1 1.dw dt t tp= + -
Выражение неизвестных параметров через заданные геометриче-
ские размеры является нелинейным и представляет основную труд-
ность решения задачи в ее прямой постановке. Установлена необходи-
мая для решения задачи связь параметров ,d g  с геометрическими
параметрами ,d l  в виде равенств
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Алгоритм для расчета координаты ,x y  точек линии изотермы в
области z получен с использованием формулы, представленной выше
для функции ( )z t , где входящие в выражения переменные 1 2,t t  выра-
жены через ,j y  согласно равенствам
1 2 cos ,  sin  sint ch tpj py pj py= = .
Для определения линии постоянного значения градиента темпера-
туры в области z  используется формула,  представленная выше для
функции ( )z t , где входящие в выражения переменные 1 2,t t  найдены с
помощью следующего выражения для степени модуля сопряженной
скорости v
4 2 2
1 2
2 2
1 2
( )
.
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t tv
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В п. 1.1.3 представлены результаты решения задачи и дан их ана-
лиз. Некоторые расчеты представлены на рис. 1. По этим результатам
можно оценить зону влияния ширины выступа на невозмущенное теп-
ловое поле. Результаты расчетов показывают, что c увеличением ши-
7рины выступа размер зоны его влияния на тепловое поле увеличивает-
ся, выходя затем на постоянное значение (относительно точки С).
Рис.1. Линии постоянного градиента температур и изотермы (пунктир) при l = 0,371.
В п. 1.2 изучено влияние угла наклона грани выступа границы об-
ласти на характер теплового поля.  В этом случае задача содержит на
один параметр меньше, чем в предыдущей задаче, что облегчает ее
исследование. В гидродинамической интерпретации задача соответст-
вует безотрывному обтеканию набегающим потоком выступа, грань
которого длиной d наклонена под углом ap (рис. 2).
В п. 1.2.1 дано решение этой задачи методом, аналогичным п. 1.1.
Приведены основные уравнения.
Получены выражения для определения ,  ,dw dt z v
1
1 1 1 ( ) ( 1) ( ),  ,  .
1 1 1 1 ( 1)
tdw s s tz ds v q
dt qt t s s t
a a a
a
d d
p p
-- + -= = =
+ - - + +ò
Представлена связь параметра d  с геометрическими параметрами
d  и a
( )
1 10.5 0.5
1
( 1) ( 1)1 sin .
( )  1 ( )  1
s ds s dsd
s s s s
a a
a a
d
pa
d d
-- -
-
æ ö+ - -ç ÷= + ç ÷- - - -è ø
ò ò
Из решения полученного нелинейного уравнения при заданном
значении d  определяется параметр d . Выражение для степени модуля
сопряженной скорости в рассматриваемом случае имеет вид
( ) ( )4 2 22 2 2 21 2 1 2( ) ( 1)v t t t tq
a a
d= - + + + .
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Рис. 2. Линии постоянного градиента температур и изотермы (пунктир) при 0 , 2a p= .
В п. 1.2.2 проведены расчеты, построены изотермы и линий посто-
янного значения градиента температуры. Результаты некоторых расче-
тов представлены на рис. 2. Из них, в частности, следует, что с умень-
шением величины угла наклона выступа a  при фиксированной вели-
чине d  увеличивается зона его влияния.
В п. 1.3 рассматривается более общая задача по расчету темпера-
турного поля и теплового потока, когда область имеет симметричный
четырёхгранный выступ с углом наклона при вершине. Высота высту-
па FE равна h , длина грани выступа ED равна l  и угол ее наклона ра-
вен ap , расход в задаче гидродинамической аналогии равен q (рис. 3).
Ниже представлено решение задачи по влиянию l , h  и ap  на харак-
тер определяемого теплового поля. Выражения функций ,  ,z dw dt v
имеют в вид
( ) ( ) ( ) ( )
0.5 0.5
0.51
1
1
,  ,    1 .
1  1  1
t s s сdwz c ds v q t t t
dts s t t
a a
a ad g d
g
- - +
-- += = = - - +
- - + -ò
Получена нелинейная связь параметров ,d g  с геометрическими
параметрами l , h  и ap  виде равенств
3 2 2
3 1 2 3 1 2
sin
,  ,
sin sin
I I I
h l
I I I I I I
pa
pa pa
+= =
+ + + +
где
( ) 1 21 11 2 1 2
1 2
1
( ) 1
,  ,
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91 2
3 .1 1
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d
g
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Эти выражения предоставляет собой систему нелинейных уравне-
ний для нахождения параметров ,d g , которая была решена численно.
При определении начального приближения использовался метод номо-
грамм.
В п. 1.3.1 проведены расчеты, построены изотермы и линий посто-
янного значения градиента температуры (рис. 3).
Рис. 3. Линии постоянного градиента температур и изотермы (пунктир) при
0 .4,  0 .1 9 ,  3 0h l a °= = = .
Рис. 4. Сопоставление зависимости величины зоны влияния: Слева – от ширины выступа
при фиксированных значениях высоты 0.5, 30h a °= = ; справа – от высоты выступа при
фиксированных значениях ширины 0.05, 30l a °= = .
В п. 1.3.2 определены зоны влияния ширины и высоты симметрич-
ного четырехгранного выступа на тепловое поле (рис.  4).  Размер зоны
влияния характеризует расстояние H от точки C до точки границы CB,
в которой 0.99TÑ = .
Согласно расчетам, при фиксированных значениях высоты c увели-
чением ширины выступа расстояние H (CG) изменяется немонотонно,
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это результат взаимного влияния ширины выступа и заостренной его
части. При фиксированных значениях ширины с увеличением высоты
выступа зона расстояния H увеличивается.
В п. 1.4 выступ, находящийся на границе, имеет форму четырёх-
гранного многогранника с внутренним углом при вершине.
В этом случае анализ характера изотерм, рассчитанных по разрабо-
танному методу, показал, что кривые имеют две точки перегиба. Ли-
нии постоянного значения градиента температуры также имеют более
сложное очертание. В частности, в окрестности угловых точек, где на-
блюдается повышенное и пониженное значение указанного градиента,
у этих линий возможно несколько точек перегиба.
В п. 1.5 детально изучен вариант возможного пренебрежения ши-
риной выступа по сравнению с его длиной.
Выражение для определения координат точек изотермы ,x y  в об-
ласти z можно представить в виде
( ) ( ) [ ]2 21 3 2 1 31,  1  cos ,f f ch x f sin x y Arc f f ch xp p p p+ + = = +
где
2 2 2 2 2
1 2 3  ,    ,   .2 2 2 2
d d d df ch cos cos f sh sin cos f tg cos
q q q q
p j p y p p j p y p p p= = =
В результате решения некоторого квадратного уравнения удается
найти явное уравнение линии постоянного значения градиента темпе-
ратуры
2
2 2 1 3 11  4   2x Arcch b b b b bp é ù= - ± -ê úë û ,
где
2 2 2 2
1 2
2 2 2
3
  ,  2   2  ,
  1.
b a cos y cos y a sin y sin y b a cos y cos d cos y
b a cos d a sin y sin y
p p p p p p p
p p p
= - + - = -
= - + -
Помимо полей температуры и тепловых потоков в области, проана-
лизированы распределения температуры и тепловых потоков на грани-
цах AB, CB, DC.
Во второй главе представлены решения тепловых задач со свобод-
ной границей, на которой выполняются условия постоянства величины
температуры и градиента теплового потока.  Эти решения могут быть
использованы для определения оптимальной формы теплоизоляции
различных нагревательных элементов. Под оптимальной понимается
такая форма, которая реализует минимум расхода изоляционного ма-
териала при фиксированном коэффициенте теплоотдачи [Ентов В.М.,
Костерин А.В., Скворцов Э.В.].
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В § 2 рассматриваются двумерные задачи для нахождения опти-
мальной границы изоляционного покрытия при заданной форме сим-
метричного или несимметричного нагревателя разных конфигурации и
анализа влияния геометрических параметров нагревателя на характер
свободной границы. Решение задачи со свободной границей получено
методом теории функций комплексного переменного с использованием
функции Жуковского.
В п. 2.1 рассматривается задача для нахождения оптимальной гра-
ницы изоляционного покрытия прямоугольного симметричного нагре-
вателя и анализа влияния геометрических параметров нагревателя на
характер свободной границы.
В п. 2.1.1 дается постановка задачи по определению оптимальной
границы изоляционного покрытия прямоугольного симметричного
нагревателя (рис.5). На линии EDCB (границе нагревателя): темпера-
тура постоянна и известна T= q. На линии симметрии АD в направле-
нии оси x тепловой поток отсутствует 0T x¶ ¶ = , а на свободной грани-
це АВ 0,  1T T n= ¶ ¶ = ,  где про-
изводная берется в направле-
нии нормали. При гидродина-
мической интерпретации фак-
тически изучается безотрывное
обтекание набегающим пото-
ком выступа высотой d  и ши-
риной l  со свободной грани-
цей.
Рис. 5. Область изменения D Z
В п. 2.1.2 дано решение задачи гидродинамическим методом с ис-
пользованием функции Жуковского. Этот метод состоит в установле-
нии связи между областью изменения ZD  и областью изменения Dc ,
где c  обозначает функцию Жуковского
( ) 1 2ln ln ln  , где .i x ydw dz v e v i i dw dz v ivqc q c c-= = = - = + = -
Дифференциал dz  представим в виде
 .dz e dw dt dtc-=
Область изменения wD  является, согласно граничным условиям,
полуполосой. Согласно теории интеграла Кристоффеля – Шварца про-
изводная dw dt  имеет
1 1 1dw dt c t t= + - .
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Согласно граничным условиям задачи обтекания имеем на линиях:
: 0, 0, ,  1,  0; :  0, 0, 0, ,  2;
: , , 0; : 0, 1; : 1, ln[ ] 0,
x y E A x y C D
E D C B
AE v v v v DC v v v v
ED v v CB v v AB v v
q q p
q
>== ¥== > >== ¥=
=¥= ¥=====
где q  – угол наклона вектора скорости к оси абсцисс.
В соответствии с этими граничными условиями определяется об-
ласть изменения функции c . Она представляет собой бесконечную
полосу с разрезом BMA, где точка М характеризуется максимальным
значением угла наклона касательной искомой линии, то есть является
точкой перегиба. Положение ее заранее неизвестно.
Область c  является пятиугольником с углами
2,  0,  0,  2,  2A D C B Ma p a a a p a p= = = = =.
После интегрирования производной d dtc  получим
1
( ) .
1 ( ) ( )
t s dsc
s s s
mc
d g
-=
- - -ò
Для нахождения параметров ,c m  в зависимости от ,d g  рассмот-
рим три перехода; в плоскости t вблизи точки С с отрезка CB на отре-
зок CD по полуокружности малого радиуса, также переход в плоскости
c  вблизи точки С с отрезка CB на отрезок CD и вблизи точки D с от-
резка DA на отрезок CD по полуокружности малого радиуса. В резуль-
тате получим два выражения коэффициента, при сравнении которых
найдем связь параметра m  с параметрами ,d g
1 1  1 .m d g= + - -
После интегрирования левой и правой части выражения дифферен-
циала dz , нахождения производной dw dt  и функции c  на участках
границ получим
1 22
2 2 2
0
1 22 1 2exp    ln  ln ,
1 2 1 2 2
vv dvl c f g
v v v
d gd
p d g
- - æ öæ ö- + +- + +ç ÷ç ÷= +ç ÷ç ÷- - + - - + +è øè ø
ò %
1 11 1 1exp    ln  ln ,
1 1 1 1 1 1
C
D
t
t
tt dtd c f g
t t t t
gd
p d g
æ öæ ö- + -- + -ç ÷=- +ç ÷ç ÷ç ÷- - - - - - - - -è øè ø
ò %
2
2
1 1 sin1 1 1 sinexp   ln ln ,
1 1 sin 1 1 sinA
y d c f g d
p
p
g ad a ap d a g a-
æ öæ ö- + -- + -= - ç + ÷ç ÷ç ÷ç ÷- - - - - -è øè ø
ò %
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где
( ) ( )
1  ( )
,  g= ,
2  ( )1 1
f c
g g dd m g m
g md g d g d g
- -- -= =
-- - - -
% .
Из решения системы нелинейных уравнений при заданных значе-
ниях ,d l  определяются параметры ,d g .
В итоге параметрические уравнения искомой границы приобретают
следующий вид при 1 1Nt³ ³ - :
( )
1 1
2 2 2 2
0
0 cos2 2  arc arc .
sin 1 1 1 1 1 2
Nt
N
N A
x dc f tg g tg
y y
t t t
p d t g t t t
- é ùæ öì ü ì ü ì üê úç ÷= + +í ý í ý í ýê úç ÷î þî þî þ - - - - - -è øë û
ò %
Рис. 6. Искомые границы AB: слева – при l = 0.2; справа – при d = 0.4.
На рис.6 представлены некоторые варианты расчетов. Зона влияния
различных размеров нагревателя на характер границы оптимального
изоляционного покрытия определяется условием – менее 5% отклоне-
ния ординаты точек этой границы от линии y = -1, при этом из решения
системы нелинейных уравнений находится Rt , а затем Rx  ( ,R Rx y  –
координаты границы области влияния). Из этих результатов, следует,
что с увеличением высоты нагревателя при фиксированной его ширине
или ширины нагревателя при фиксированной его длине зона его влия-
ния увеличивается.
В п. 2.2 исследуется случай двухгранной границы выступа нагрева-
теля и его влияние на границу оптимального изоляционного покрытия.
Граничные условия для расчета теплового поля и нахождения его гра-
ницы совпадают с условиями, указанными в предыдущем разделе, с
той лишь разницей, что в данном разделе конфигурация выступа на-
гревателя другая (он является двухгранным с границами DCB). Пола-
гаем, что искомая граница может иметь точку перегиба, вследствие
влияния угла наклона нагревателя на искомую границу. Область изме-
нения функции c  с учетом граничных условий представляет собой
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бесконечную полосу с разрезом по мнимой оси BMA, где M образ точ-
ки перегиба границы AB. Функция конформного отображения верхней
полуплоскости изменения вспомогательного переменного t на области
,WD Dc  была найдена с помощью интеграла Кристоффеля – Шварца
1
1 1 ( ),
1 1 1 ( 1) ( )
tdw s dsc
dt t t s s s
mcp g
-= =
+ - - + -ò .
Из выражений производной dw dt  и функции c  на участках гра-
ниц получим
2 20
22 2
1
2 2 1 22 ,
21 2 2 2
v v dvL
vv vg
a
g
p g- -
æ öæ ö æ ö- + - + +ç ÷ ç ÷ç ÷- è ø è ø= ç ÷æ ö æ öç ÷ +- - + + +ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø
ò
( ) ( )
( ) ( )
2
2
1 1 sin 2 1 sin1 sin ,
1 1 sin 2 1 sin
Ay L d
p
p
a
g q q
ap qp g q q-
æ ö- + - - -ç ÷= - - ç ÷- - - + -è ø
ò
( )2 2 2 20
0 cos2  2  arc arc ,
sin 1  1 2  1 1 2
s
N
N A
x dtg tg
y y
t t tap g t t t t
é ùæ öì ü ì ü ì üê úç ÷= + -í ý í ý í ýê úç ÷î þî þî þ - - - - -è øë û
ò
где 11
N
s
t
= - .
Для различных размеров выступа нагревателя построены линии ис-
комых границ. Выполненные варианты расчетов позволяют сделать
вывод, что зона влияния нагревателя на характер линии AB при фикси-
ровании угла наклона выступа увеличивается с увеличением его высо-
ты, ширины или длины боковой грани и уменьшается с увеличением
его угла наклона.
В п. 2.3 исследуется задача по определению границы оптимального
изоляционного покрытия в пренебрежении шириной нагревателя. За-
дача отвечает условиям предыдущих задач в § 2 с той лишь разницей,
что толщина выступа нагревателя равна нулю. После нахождения про-
изводной dw dt  и функции c  на участке DC получим следующее вы-
ражение длины выступа d через вспомогательный параметр g
2 20
22 2
1
2 2  1 22  .
22 2  1 2
v v dvd
vv vg
g
p g- -
æ ö æ ö- + - + +ç ÷ ç ÷- è ø è ø=
æ ö æ ö ++ + - - +ç ÷ ç ÷è ø è ø
ò
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Аналогично находим производную dw dt  и функцию c  на участке
AD, подставляем их в выражении дифференциала dz  и получаем сле-
дующую формулу для расчета ординаты точки A
( ) ( )
( ) ( )
0
1
1 1 sin 2 1 sin2  .
1 1 sin 2 1 sin
Ay d d
g
g q q
qp g q q- -
- + - - -
= -
- - - + -ò
Параметрические уравнения искомой линии AB имеют вид
( )
11
2 2 2 2
0
0 cos2 arc arc .
sin 1  1 2  1 1 2
Nt
N
N A
x dtg tg
y y
t t t
p g t t t t
-
é ùì ü ì ü ì üê ú= + -í ý í ý í ýê úî þî þî þ - - - - -ë û
ò
Для различных размеров выступа нагревателя построены линии ис-
комых границ. Результаты расчетов показывают, что c увеличением
высоты выступа зона его влияния на тепловое поле увеличивается.
В п. 2.4 дано решение несимметричной задачи в случае границы на-
гревателя с наличием бесконечного прямоугольного уступа (рис. 7).
Задача в этом случае содержит один математический параметр, кото-
рый находится из решения нелинейного уравнения, включающего раз-
мер уступа L, следующего вида
( )
2 20
2 2
1
1 1  12
1 2  1
L d
g
g g t g t
tp g t t g- -
æ ö- + - - - - -ç ÷è ø=
æ ö- - + + -ç ÷è ø
ò .
Параметрические уравнения искомой границы иметь в данном слу-
чае вид
( )
1
2
1 3
1 1
2 2 2
0
1( )1 1 1( ) ( )   ln ,
21
2  1 21 1 ,
1  2  1  (1 )
Nt
N
N
s
N
tf t
x f t dt f t dt
t
d
y
p p p
g t
p t t g t
-
-æ ö æ ö= + + +ç ÷ ç ÷- è øè ø
- -
= - +
- - - -
ò ò
ò
где
1 2
2 2  (1 ) 42 2
2 1 ( 1 2) 2  1 2
( ) ,  ( ) ,
2   1 2   1
t
t t
f t f t
t t t t
g g
g g g
g g
æ ö+ - - -- ç ÷ç ÷- + - + - -è ø= =
- + - +
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3
2 (1 ) ( 2 )2  1
2 (1 ) 2 1 1 1( ) ,  1 .
 2   1 N
t
t t
f t s
tt t
g gg
g g g
g
- - -- +
- + - + -= = -
- +
Выполнен расчет несиммет-
ричной искомой линии. Численный
анализ показывает, чем больше
высота выступа, тем ближе подхо-
дит искомая граница к точке D
границы несимметричного нагре-
вателя.  При этом расстояние на
бесконечности одинаково и равно
1. Результат расчета при большой
высоте уступа нагревателя совпа-
дает с расчетом предельной грани-
цы ЭХО [Каримов А.Х., Клоков
В.В., Филатов Е.И.].
            Рис. 7. Область изменения D Z
В третьей главе рассмотрены задачи по определению границы оп-
тимального изоляционного покрытия двух источников тепла, а также
модельной задачи по определению границы кондуктивного теплового
поля вокруг двух источников тепла при допущении движения среды
около границы.
В § 3 рассматривается задача по определению конфигураций гра-
ницы оптимального изоляционного покрытия двух источников тепла.
В п. 3.1 дана постановка задачи в области ABCDA  со свободной
границей AВ. В точке С расположен источник тепла постоянной мощ-
ности q (рис. 8). Участок границы области AВ неизвестен. Значения
температуры и ее нормальной производной считаются известными по-
стоянными 0T = , 1T n¶ ¶ = .  Участки границы ВС,  СD (СD= L) и DA
(DA= d) являются линиями симметрии теплового поля при наличии
двух симметрично расположенных источников тепла одинаковой мощ-
ности. Эти линии можно трактовать как линии тепловой изоляции.
Требуется в зависимости от геометрического размера L (или d) при
заданной величине q найти вид границы АВ и провести анализ её ха-
рактера.
В п. 3.2 получено решение сформулированной задачи с помощью
функции Жуковского. В соответствии с граничными условиями
: 0,  0,  2 ; : 0,  0,  2 ;
: 0,  0,  0; : 1,  ln 0,
y x y x
x y
BC v v C D v v
D A v v AB v v
q p q p
q
> = = < = = -
> = = = =
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поэтому определяется область изменения функции c . Найдена функ-
цию конформного отображения верхней полуплоскости изменения
вспомогательного переменного t на области ,WD Dc  с помощью инте-
грала Кристоффеля – Шварца
( )
( )1
,
 1  1 1  1
t s dsdw i q c
dt t t s s s
mc
p g-
-= - =
+ - - + -ò .
Отображение изменений вспомогательного переменного t верхней
полуплоскости tD  на область Dc  с соответствием точек
1,  0A At c= - = , согласно теории интеграла Кристоффеля — Шварца,
осуществляем с помощью функции c . Учитывая обход по полуок-
ружности малого радиуса в плоскости t  около точки С,  получим связь
между параметрами ,g m  и c. Первая связь между математическими
параметрами имеет вид
2 1 2m g gæ ö= + -ç ÷è ø
.
Второе соотношение между параметрами установлено с учетом за-
данного расстояния L между источниками тепла в форме равенства
( ) ( )221 2
0
2   1,cL I I du ugp
¥
= - -ò
где
( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 21 21 , 1 1 1.I u u I u ug g g g g gæ ö= - + - - = - + - - - -ç ÷è ø
Из решения нелинейного уравнения при заданном значении L опре-
деляется параметр g .
Анализ решения показал, что при 1 0.434Lp < <  решение является
двузначным.
Параметрические уравнения искомой линии AB представлены в
следующем виде, где 1 1Nt³ ³ - :
( )
( )2 21 1
0 cos1 .
sin 1 1
Nt t
N
N
x s ds dtc
y d s s t
m
p g- -
é ù-ì ü ì ü ì üê ú= +í ý í ý í ýê úî þ î þî þ - - -ë û
ò ò
Используемый метод позволяет находить координаты точки пере-
гиба и точки экстремума свободной границы. На рис. 8 приведены
примеры расчеты границ.
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Рис. 8. Искомые границы AB при изменении расстояния L.
В п. 3.4 найдено решение той же задачи методом краевых задач
теории аналитических функций с использованием формул Синьорини
и Сохоцкого. Метод состоит в восстановлении функции ln dz dt  в
верхней полуплоскости по известным, согласно граничным условиям,
либо вещественной, либо мнимой части этой функции на участках ве-
щественной оси:
2
3 1:Im 0; :Im 2 ; :Im ; : 1, .
2 1
dz dz dz dw dw qBC ln CD ln AD ln AB
dt dt dt dz dt t
pp p== -= -== -
В результате функция ln dz dt  в верхней полуплоскости 0t >  при-
ставляется в виде
21 12
2 2 2
1
3 ln 1 11 2 2ln .
1  ( ) 1  ( ) 1  ( )
dddz t di i
dt i t t t
d
d
p t tp tp t
p t t t t t t
-
-¥ -
-æ öæ ö-ç ÷ç ÷- - è ø= + +ç ÷
ç ÷- - - - - -ç ÷è ø
ò ò ò
Для определения предельного значения сингулярных интегралов на
границе используем формулу Сохоцкого. После интегрирования dz  на
соответствующих участках границы получены следующие формулы
для вычисления расстояний L и d, а также параметрические уравнения
для расчета координат точек границы АВ:
2 21 1 12 2
2 2
1 1
ln 1 ln 11 1 exp ,  exp
1 ( ) 1 ( )
d dt tL g dt d g dt
t t
d
d
p t t p t t
p pt t t t
-
-¥ - -
æ ö æ öæ ö æ ö- -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷- -è ø è ø= - = -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- - - -ç ÷ ç ÷è ø è ø
ò ò ò ò ,
2
31 32
1
0 cos 1
sin
Nt
N
N
x tJ J J dt
y d ip-
é ùì ü ì ü ì ü -ê ú= + -í ý í ý í ýê úî þ î þî þ ë û
ò ,
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где
( )( ) 22 2 2 1 1 31 1 1 1 , 2arcsin arcsin ,2 4tg t t t t t J t tdd d d pd -æ ö= - + + - - - + - - = - -ç ÷è ø -
1
31 322 2 2
1
1 ,
1 1 ( ) 1 ( )
t
t
d dJ J
t t t
e
e
t t
p t t t t
-
- +
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- - - - -
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Таблица. Сравнение результатов
метод использования функции Жуковского
d- 82.537 5.082 1.666 1.316 1.069 1.01 1.0067 1.000001
L 0.05 0.2 0.353 0.4 0.434 0.406 0.399 0.321
d 0.634 0.591 0.468 0.391 0.236 0.104 0.087 0.001
maxx 0.638 0.675 0.746 0768 0.766 0.731 0.721 0.636
метод использования формулы Синьорини
d- 82.537 5.082 1.666 1.316 1.069 1.01 1.0067 1.000001
L 0.05 0.2 0.353 0.4 0.434 0.408 0.4 0.321
d 0.634 0.591 0.468 0.392 0.237 0.105 0.087 0.001
maxx 0.636 0.673 0.743 0.766 0.771 0.728 0.717 0.631
Проведенное в таблице сравнение результатов решения задачи раз-
личными методами иллюстрирует вполне приемлемую точность ис-
пользованных методов. В то же время метод краевых задач для анали-
тических функции, позволяет решить задачи с более сложными гра-
ничными условиями на искомой границе, в частности, задачи следую-
щего параграфа.
В § 4 рассматриваются задачи по определению границы кондуктив-
ного теплового поля при допущении движения среды около границы с
учетом зависимости величины теплового потока на границе от скоро-
сти движения среды вблизи искомой границы. Задача носит модельный
характер. Предполагается, что в одной и той же области с неизвестной
границей имеют место два процесса, каждый из которых описывается
уравнением Лапласа, кондуктивный перенос и потенциальное течение
несжимаемой жидкости. Эти процессы взаимодействуют между собой
только посредством свободной границы – считается, что тепловой по-
ток и модуль скорости течения в каждой точке границы связаны ло-
кальным соотношением.
В § 4.1 получено решение задачи методом краевых задач для анали-
тических функции, когда зависимость величины градиента теплового
потока на границе от модуля скорости течения v  с заданной циркуля-
цией следует линейному закону ( 11T n a v¶ ¶ = - ). Согласно принятой
схемы течения, линией тока является граница ABD, а линией симмет-
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рией потенциального течения от точечного вихря интенсивности Г –
граница BCD. Неизвестный участок течения АВ определяется в ре-
зультате совместного решения гидродинамической и тепловой задачи
(рис. 9).
Рис. 9. Процессы в области ZD : слева – тепловой; справа – гидродинамической
Производная dz dt  представляется как отношение производных
dw dt  и dw dz , которые можно интерпретировать как сопряженные
скорости ( )v t  и ( )v z  течений фиктивных плоскопараллельных потен-
циальных потоков идеальной несжимаемой в областях tD  и ZD .
Вещественная часть функции ln dz dt на участке AB принимает вид
2
1ln ln
  1 1AB
dz a d
dt
t
p t d tp t
æ öGç ÷= +ç ÷- --è ø
.
В результате найдены параметрические уравнения свободной гра-
ницы АВ
2
1 2 3
1
0 cos 1
sin
Nt
N
N
x tJ J J dt
y d ip-
é ùì ü ì ü ì ü -ê ú= + -í ý í ý í ý ê úî þ î þî þ ë û
ò ,
где
1 22
1  1  1 3, (2 arcsin arcsin ),
2 4  1 1
a tJ J i t
tt tt
d pdp dp
G -= + = - -
-- --
1
3 2 2
1
.
1 ( ) 1 ( )
t
t
d dJ
t t
e
e
t t
t t t t
-
- +
= +
- - - -
ò ò
На рис.  10  приведены примеры расчетов.  Результат показывает,  что
при фиксировании Г с увеличением расстояния между источниками
тепла искомая граница имеет тенденцию к растяжению вдоль оси x и
сжатию вдоль оси y. В то же время установлено, что для малых L ре-
шение неединственное, аналогично задаче § 3.
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Рис. 10. Искомые границы при a Г= 0.5: слева – для различных значений длины L; спра-
ва – для L = 0.3.
В п. 4.2 рассмотрена та же задача в случае, когда зависимость вели-
чины градиенты теплового потока на границе от модули скорости те-
чения обратно пропорциональна T n a v¶ ¶ = .
В результате решения задачи по методике п. 4.1 находятся парамет-
рические уравнения искомой границы
2
1 2
31
0 cos1 1   ,
sin( )
Nt
N
N
x tJ J dt
y d J t ip-
é ùì ü ì ü ì ü -ê ú= + -í ý í ý í ý ê úî þ î þî þ ë û
ò
где
1
3 3
1 2 2 2
1
ln[ ( )] ln[ ( )]1  1 3(2 arcsin arcsin ), .
2 4 1 ( ) 1 ( )
t
t
J d J dtJ i t J
t t t
e
e
t t t td p
d t t t t
-
- +
-= - - = +
- - - - -
ò ò
4 4
3 3( ) (  )  ( 1)( ) 1 ,  ( ) (  )  ( 1)( ) 1 ,J c t b J t c t b t t tt p t t d t p d= + + - - = + + - -
На рис. 11 приведены примеры расчетов.
Рис. 11. Искомые границы AB при L= 0.25 и: слева – b = 1 для различных значений ве-
личины c; справа – c = 0 для различных значений величины b.
В заключении кратко подведены итоги выполненной работы.
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Основные результаты.
- решение двумерной симметричной задачи определения температур-
ного поля и теплового потока в бесконечной области с отдельным вы-
ступом полигональной конфигурации на границе, вывод уравнений для
расчета изотерм и линий постоянного значения градиентов теплового
потока для различных геометрических размеров выступа (ширины,
высоты и угла наклона), алгоритм расчета указанных линий в прямой
постановке задачи, расчет изотерм и линий постоянного значения гра-
диентов теплового потока и их анализ;
- решение симметричной и несимметричной задач определения опти-
мальной границы изоляционного покрытия при заданной форме нагре-
вателей на основе использования гидродинамической аналогии задачи
и применения функции Жуковского, вывод аналитических выражений
для расчета этой границы в прямой постановке задачи, анализ влияния
геометрических размеров нагревателя на характер искомой границы;
- решение задачи по определению оптимальной границы тепловой изо-
ляции для двух источников тепла, алгоритм расчета этой границы по-
средством сведения решения задачи со свободной границей к нахож-
дению функции Жуковского и решению смешанной краевой границы
теории аналитических функций комплексного переменного, парамет-
рический анализ задачи;
- решение модельной задачи определения свободной границы кондук-
тивного теплового поля для двух источников тепла с учетом зависимо-
сти величины теплового потока от скорости движения среды вблизи
искомой границы, алгоритм расчета этой границы, параметрический
анализ задачи.
Выполнение темы было основано на методах, изложенных в моно-
графиях Жуковского Н.Е., Лаврентьева М.А., Седова Л.И., Лыкова
А.В., Тумашева Г.Г., Нужина М.Т., Ильинского Н.Б., Гахова Ф.Д.
Автор выражает признательность научному руководителю за по-
становку задачи и за поддержку в работе, а также сотрудникам кафед-
ры аэрогидромеханики и управления по международным связям Казан-
ского государственного университета за внимание.
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